
上海某高中 2017-2018 学年度第一学期

高一数学期中试卷

微信关注公众号：橘子数学

满分 150 分，120 分钟完成，允许使用计算器，

答案一律写在答题纸上

2017.11

一. 填空 第 1-6 题每题 4 分，第 7-12 题每题 5 分.
1. 已知集合 𝑈 = {1, 2, 3, 4}, 集合 𝐴 = {1, 2},𝐵 = {2, 3}, 则 (𝐴 ∩ ∁𝑈𝐵) ∪ (∁𝑈𝐴 ∩ 𝐵) =

{1, 3} .

解法一

𝐴 ∩ ∁𝑈𝐵 = {1}, 𝐵 ∩ ∁𝑈𝐴 = {3}.

(𝐴 ∩ ∁𝑈𝐵) ∪ (∁𝑈𝐴 ∩ 𝐵) = {1, 3}.
2. 设集合 𝑀 = {𝑥|0 < 𝑥 ⩽ 3},𝑁 = {𝑥|0 < 𝑥 ⩽ 2}, 那么“𝑎 ∈ 𝑀 ”是“𝑎 ∈ 𝑁 ”

的 必要非充分 条件.

解法一

由 𝑁 𝑀，可知“𝑎 ∈ 𝑀 ”是“𝑎 ∈ 𝑁 ”的必要非充分条件.

3. 函数 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 1 + 1
2 − 𝑥 的定义域为 [−1, 2) ∪ (2, +∞) .

解法一

根据题意:

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥 + 1 ⩾ 0

2 − 𝑥 ≠ 0
解得:𝑥 ⩾ − 1 且 𝑥 ≠ 2
定义域是:[−1, 2) ∪ (2, +∞).

4. 已知集合 𝐴 = {𝑥∣|𝑥 − 𝑎| < 1, 𝑥 ∈ 𝐑}, 𝐵 = {𝑥∣2𝑥 − 𝑎
𝑥 + 1 < 1, 𝑥 ∈ 𝐑}, 且 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅, 则实

数 𝑎 的取值范围是 𝑎 ∈ (−∞, −2] .

解法一

𝐴 = (𝑎 − 1, 𝑎 + 1)，
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由
2𝑥 − 𝑎
𝑥 + 1 < 1 化简得 𝑥 − 𝑎 − 1

𝑥 + 1 < 0.

若 𝑎 + 1 > −1，不满足 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅.

若 𝑎 + 1 ⩽ −1，满足 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅.

故 𝑎 ∈ (−∞, −2].

5. 已知 𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑦 = 𝑔(𝑥) 是两个定义在 𝐑 上的二次函数，其 𝑥, 𝑦 的取值如下表所示:

𝑥 1 2 3 4

𝑓(𝑥) −3 −4 −3 0

𝑔(𝑥) 0 1 0 −3

则不等式 𝑓(𝑔(𝑥)) ⩾ 0 的解集为 (−∞, 1] ∪ [3, +∞). .

解法一

由表格可得 𝑦 = 𝑓(𝑥) 图像开口向上且关于 𝑥 = 2 对称，其零点为 𝑥 = 4 和 𝑥 = 0.

故不等式 𝑓(𝑔(𝑥)) ⩾ 0, 即 𝑔(𝑥) ∈ (−∞, 0] ∪ [4, +∞).
又 𝑦 = 𝑔(𝑥) 的图像开口向下且关于 𝑥 = 2 对称，其最大值为 1.

故 𝑔(𝑥) ∈ (−∞, 0]，解得 𝑥 ∈ (−∞, 1] ∪ [3, +∞).

6. 关于 𝑥 的不等式 2𝑘𝑥2 + 𝑘𝑥 + 3
8 < 0 的解集不为空集， 则 𝑘 的取值范围

为 𝑘 ∈ (−∞, 0) ∪ (3, +∞) .

解法一

若 𝑘 < 0, 二次函数 𝑦 = 2𝑘𝑥2 + 𝑘𝑥 + 3
8 图像开口向下，解集恒不为空集. 满足.

若 𝑘 = 0, 不等式解集为 ∅，不满足.

若 𝑘 > 0，二次函数 𝑦 = 2𝑘𝑥2+𝑘𝑥+ 3
8 图像开口向上，要求Δ = 𝑘2−4⋅(2𝑘)⋅ 3

8 = 𝑘2−3𝑘 > 0，
解得 𝑘 ∈ (3, +∞).
综上所属，𝑘 ∈ (−∞, 0) ∪ (3, +∞)
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7. 已知本张试卷的出卷人在公元 𝑥2 年时年龄为 𝑥 − 8 岁，则出卷人的出生年份是 1989
.(假设出生当年的年龄为 1 岁)

解法一

设出卷人的出生年份是 𝑦.

则有 𝑥2 − 𝑦 + 1 = 𝑥 − 8.

化简得 𝑦 = 𝑥2 − 𝑥 + 9.

由生活常识，

1952 < 𝑥2 − 𝑥 + 9 < 2000, 𝑥 ∈ 𝐍.

解得 𝑥 = 45, 故 𝑦 = 1989.

8. 若对任意 𝑥 ∈ 𝐑, 不等式 |𝑥| ⩾ 𝑎𝑥 恒成立, 则实数 𝑎 的取值范围是 𝑎 ∈ [−1, 1] .

解法一

若 𝑥 > 0，得 𝑥 ⩾ 𝑎𝑥，解得 𝑎 ⩽ 1.

若 𝑥 = 0，得 0 ⩾ 0 成立.

若 𝑥 < 0，得 −𝑥 ⩾ 𝑎𝑥，解得 𝑎 ⩾ −1.

综上所述，𝑎 ∈ [−1, 1].

解法二

画出 𝑦 = |𝑥| 与 𝑦 = 𝑎𝑥 的图像,

要使 𝑦 = 𝑎𝑥 的图像恒在 𝑦 = |𝑥| 下方，
则 𝑎 ∈ [−1, 1].

9. 设常数 𝑎 > 0,若 9𝑥+ 𝑎2

𝑥 ⩾ 𝑎+1对一切正实数 𝑥成立,则 𝑎的取值范围为 [1
5, +∞)

.

解法一

∀𝑥 ∈ 𝑅+, 9𝑥 + 𝑎2

𝑥 ⩾ 2√9𝑥 ⋅ 𝑎2

𝑥 = 6𝑎,

∴6𝑎 ⩾ 𝑎 + 1,

∴𝑎 ⩾ 1
5 .

10. 设函数 𝑓(𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

𝑥2 + 2𝑥 + 2, 𝑥 ⩽ 0

−𝑥2, 𝑥 > 0
, 若 𝑓(𝑓(𝑎)) = 2, 则 𝑎 = .

解法一
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若 𝑎 ⩽ 0, 则 𝑓(𝑎) = 𝑎2 + 2𝑎 + 2 = (𝑎 + 1)2 + 1 > 0, 而 𝑓(𝑓(𝑎)) = −(𝑎2 + 2𝑎 + 2)2 = 2
无解，舍去;

若 𝑎 > 0, 则 𝑓(𝑎) = −𝑎2 < 0, 故 𝑓(𝑓(𝑎)) = (−𝑎2)2 + 2(−𝑎2) + 2 = 2, 解得 𝑎 =
√

2.

综上所述, 𝑎 =
√

2.

11. 若二次函数 𝑦 = 𝑓(𝑥) 对一切 𝑥 ∈ R 恒有 𝑥2 − 2𝑥 + 4 ⩽ 𝑓(𝑥) ⩽ 2𝑥2 − 4𝑥 + 5 成立，且
𝑓(5) = 27，则 𝑓(11) = 153 .

解法一

画出不等式两边的两个二次函数图像，如图，可得未知的二次函数 𝑦 = 𝑓(𝑥) 开口向上，以
(1, 3) 为顶点，故可设函数解析式为 𝑓(𝑥) = 𝑎(𝑥 − 1)2 + 3，将 𝑓(5) = 27 代入可得 𝑎 = 3

2，

则 𝑓(𝑥) = 3
2(𝑥 − 1)2 + 3，故 𝑓(11) = 153.

第 11 题

12. 已知 𝑓(𝑥) = (𝑎2 − 5)𝑥2 + 2𝑥 + 2. 若不等式 𝑓(𝑥) > 𝑥 的解集为 𝐴. 已知 (0, 1) ⊆ 𝐴，则 𝑎
的取值范围为 𝑎 ∈ (−∞, −

√
2] ∪ [

√
2, +∞) .

解法一

由题意得，(𝑎2 − 5)𝑥2 + 𝑥 + 2 > 0 在 (0, 1) 上恒成立.

即 𝑎2 − 5 > − 2
𝑥2 − 1

𝑥 在 (0, 1) 上恒成立.

设 𝑓(𝑥) = − 2
𝑥2 − 1

𝑥 = −2( 1
𝑥 + 1

4)2 + 1
8 ,

又 1
𝑥 ∈ (1, +∞), 故 𝑓(𝑥) < −3.

即 𝑎2 − 5 ⩾ −3, 解得 𝑎 ∈ (−∞, −
√

2] ∪ [
√

2, +∞).
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二. 选择 第 13-16 题每题 5 分.
13. 设 𝑃 , 𝑄为两个非空实数集,定义集合 𝑃 +𝑄 = {𝑎+𝑏|𝑎 ∈ 𝑃 , 𝑏 ∈ 𝑄}.若 𝑃 = {0, 2, 5},𝑄 =

{1, 2, 6}, 则 𝑃 + 𝑄 中元素的个数是 B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( )

A. 9 B. 8 C. 7 D. 6

解法一

∵𝑃 = {0, 2, 5},𝑄 = {1, 2, 6},

∴𝑃 + 𝑄 = {1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 11}.

故选 B

14. 不等式 (1 + 𝑥)(1 − |𝑥|) > 0 的解集是 D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( )

A. {𝑥|0 ⩽ 𝑥 < 1} B. {𝑥|𝑥 < 0 且 𝑥 ≠ − 1}

C. {𝑥| − 1 < 𝑥 < 1} D. {𝑥|𝑥 < 1 且 𝑥 ≠ − 1}

解法一

求不等式 (1 + 𝑥)(1 − |𝑥|) > 0 的解集, 则分两种情况讨论:

情况 1 ∶
⎧{{
⎨{{⎩

1 + 𝑥 > 0

1 − |𝑥| > 0

即

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥 > −1

−1 < 𝑥 < 1
则 −1 < 𝑥 < 1.

情况 2 ∶
⎧{{
⎨{{⎩

1 + 𝑥 < 0

1 − |𝑥| < 0

即

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥 < −1

𝑥 > 1或𝑥 < −1
则 𝑥 < −1.

两种情况取并集得 {𝑥|𝑥 < 1 且 𝑥 ≠ − 1}.

故选 D.

15. 已知三个不等式:𝑎𝑏 > 0,𝑏𝑐 − 𝑎𝑑 > 0, 𝑐
𝑎 − 𝑑

𝑏 > 0(其中 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 均为实数), 用其中两个

不等式作为条件, 余下的一个不等式作为结论组成一个命题, 可组成的正确命题的个数

是 D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( )

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3
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解法一

⎧{
⎨{⎩

𝑎𝑏 > 0, ⋯ (1)

𝑏𝑐 − 𝑎𝑑 > 0, ⋯ (2)

(2) ÷ (1) 得 𝑏𝑐 − 𝑎𝑑
𝑎𝑏 = 𝑐

𝑎 − 𝑑
𝑏 > 0.

⎧{
⎨{⎩

𝑎𝑏 > 0, ⋯ (1)
𝑐
𝑎 − 𝑑

𝑏 > 0, ⋯ (3)

(1) × (3) 得 𝑎𝑏( 𝑐
𝑎 − 𝑑

𝑏 ) = 𝑏𝑐 − 𝑎𝑑 > 0.

⎧{
⎨{⎩

𝑏𝑐 − 𝑎𝑑 > 0, ⋯ (2)
𝑐
𝑎 − 𝑑

𝑏 > 0, ⋯ (3)
用反证法, 显然 𝑎𝑏 ≠ 0,

设 𝑎𝑏 < 0,(2) 式同除 𝑎𝑏 得 𝑐
𝑎 − 𝑑

𝑏 < 0, 矛盾,

故 𝑎𝑏 > 0. 故选 D.

16. 设 𝑎 > 0,𝑏 > 0, 则以下不等式中不恒成立的是 B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( )

A. (𝑎 + 𝑏)(1
𝑎 + 1

𝑏 ) ⩾ 4 B. 𝑎3 + 𝑏3 ⩾ 2𝑎𝑏2

C. 𝑎2 + 𝑏2 + 2 ⩾ 2𝑎 + 2𝑏 D. √|𝑎 − 𝑏| ⩾ √𝑎 −
√

𝑏

解法一

𝑎 > 0,𝑏 > 0,

(𝑎 + 𝑏)(1
𝑎 + 1

𝑏 ) ⩾ 2
√

𝑎𝑏 ⋅ 2√ 1
𝑎𝑏 ⩾ 4,

故 A 恒成立;

𝑎3 + 𝑏3 ⩾ 2𝑎𝑏2,

取 𝑎 = 1
2 ,𝑏 = 2

3 , 则 B 不成立;

𝑎2 + 𝑏2 + 2 − (2𝑎 + 2𝑏) = (𝑎 − 1)2 + (𝑏 − 1)2 ⩾ 0,

故 C 恒成立;

若 𝑎 < 𝑏, 则 √|𝑎 − 𝑏| ⩾ √𝑎 −
√

𝑏 恒成立,

若 𝑎 ⩾ 𝑏, 则 (√|𝑎 − 𝑏|)2 − (√𝑎 −
√

𝑏)2 = 2
√

𝑎𝑏 ⩾ 0,

故 √|𝑎 − 𝑏| ⩾ √𝑎 −
√

𝑏, 即 D 恒成立.
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三. 简答 第 17-19 题每题 14 分，第 20 题 16 分，第 21 题 18 分.
17. ( 14 分) 已知 △𝐴𝐵𝐶 为直角三角形, 记其两条直角边长分别为 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐑+, 记面积为 𝑆,

周长为 𝐶. 若三角形面积为定值，其周长是否有最值，最大值还是最小值，何时取到，为多

少（结果用 𝑆 表示）？

解法一

𝐶 = 𝑎 + 𝑏 +
√

𝑎2 + 𝑏2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 2 分，累计 2 分

由
√

𝑎2 + 𝑏2 ⩾
√

2𝑎𝑏，𝑎 + 𝑏 ⩾ 2
√

𝑎𝑏,

得 𝐶 ⩾ 2
√

𝑎𝑏 +
√

2𝑎𝑏
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 6 分，累计 8 分

由 𝑆 = 1
2𝑎𝑏，

得 𝐶 ⩾ (2 + 2
√

2)
√

𝑆，
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 4 分，累计 12 分

当且仅当 𝑎 = 𝑏 =
√

2𝑆 时取到最小值.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 2 分，累计 14 分

18. ( 14 分) 已知 𝑎 ∈ R, 若关于 𝑥 的方程 𝑥2 + 𝑥 + |𝑎 − 1
4| + |𝑎| = 0 有实根，求 𝑎 的取值范

围.

解法一

方程即 |𝑎 − 1
4 | + |𝑎| = −𝑥2 − 𝑥 ∈ [0, 1

4 ],
即解不等式 |𝑎 − 1

4 | + |𝑎| ⩽ 1
4 .

当 𝑎 ⩽ 0，化简得 1
4 − 2𝑎 ⩽ 1

4，解得 𝑎 = 0;

当 0 < 𝑎 ⩽ 1
4 , 化简得 1

4 ⩽ 1
4，解得 𝑎 ∈ (0, 1

4 ];
当 𝑎 > 1

4 , 化简得 2𝑎 − 1
4 ⩽ 1

4，无解.

综上所述，𝑎 ∈ [0, 1
4 ]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 14 分，累计 14 分
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19. ( 14 分) 先阅读下列不等式的证法，再解决后面的问题:

证明:(𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2)2 ⩽ (𝑎2
1 + 𝑎2

2)(𝑏2
1 + 𝑏2

2)

证: 令 𝐴 = √𝑎2
1 + 𝑎2

2, 𝐵 = √𝑏2
1 + 𝑏2

2

𝑎1𝑏1+𝑎2𝑏2
√𝑎2

1+𝑎2
2√𝑏2

1+𝑏2
2

= 𝑎1𝑏1
𝐴𝐵 + 𝑎2𝑏2

𝐴𝐵

= 𝑎1
𝐴 ⋅ 𝑏1

𝐵 + 𝑎2
𝐴 ⋅ 𝑏2

𝐵

⩽ 1
2( 𝑎2

1
𝐴2 + 𝑏2

1
𝐵2 ) + 1

2( 𝑎2
2

𝐴2 + 𝑏2
2

𝐵2 )

= 1
2(𝑎2

1+𝑎2
2

𝐴2 + 𝑏2
1+𝑏2

2
𝐵2 )

= 1

故 (𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2)2 ⩽ (𝑎2
1 + 𝑎2

2)(𝑏2
1 + 𝑏2

2).

(1) 若 𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2 ∈ 𝐑+，利用上述结论，证明:

(𝑥1 + 𝑥2)(𝑦1 + 𝑦2) ⩾ (√𝑥1𝑦1 + √𝑥2𝑦2)2

(2) 若 𝑥1, 𝑦1, 𝑥2, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2 ∈ 𝐑+，模仿上述证法并结合 (1) 的证法，证明:

(𝑥1 + 𝑥2)(𝑦1 + 𝑦2)(𝑧1 + 𝑧2) ⩾ ( 3√𝑥1𝑦1𝑧1 + 3√𝑥2𝑦2𝑧2)3

(提示：若 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐑+，有 𝑎3+𝑏3+𝑐3
3 ⩾ 𝑎𝑏𝑐,)

解法一

(1) 设 𝑎1 = √𝑥1，𝑎2 = √𝑥2，𝑏1 = √𝑦1，𝑏2 = √𝑦2.

由

(𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2)2 ⩽ (𝑎2
1 + 𝑎2

2)(𝑏2
1 + 𝑏2

2)

得

(√𝑥1
√𝑦1 + √𝑥2

√𝑦2)2 ⩽ [((√𝑥1)2 + (√𝑥2)2)((√𝑦1)2 + (√𝑦2)2)]

即

(𝑥1 + 𝑥2)(𝑦1 + 𝑦2) ⩾ (√𝑥1𝑦1 + √𝑥2𝑦2)2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 6 分，累计 6 分

(2) 设 𝑎1 = 3
√𝑥1, 𝑏1 = 3

√𝑦1, 𝑐1 = 3
√𝑧1, 𝑎2 = 3

√𝑥2, 𝑏2 = 3
√𝑦2, 𝑐2 = 3

√𝑧2.

要证

(𝑥1 + 𝑥2)(𝑦1 + 𝑦2)(𝑧1 + 𝑧2) ⩾ ( 3√𝑥1𝑦1𝑧1 + 3√𝑥2𝑦2𝑧2)3
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即证

(𝑎1𝑏1𝑐1 + 𝑎2𝑏2𝑐2)3 ⩽ (𝑎3
1 + 𝑎3

2)(𝑏3
1 + 𝑏3

2)(𝑐3
1 + 𝑐3

2)

(不换元，直接证不扣分)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 2 分，累计 8 分

令 𝐴 = 3√𝑎3
1 + 𝑎3

2，𝐵 = 3√𝑏3
1 + 𝑏3

2, 𝐶 = 3√𝑐3
1 + 𝑐3

2.

𝑎1𝑏1𝑐1+𝑎2𝑏2𝑐2
3√𝑎3

1+𝑎3
2

3√𝑏3
1+𝑏3

2
3√𝑐3

1+𝑐3
2

= 𝑎1𝑏1𝑐1
𝐴𝐵𝐶 + 𝑎2𝑏2𝑐2

𝐴𝐵𝐶

= 𝑎1
𝐴 ⋅ 𝑏1

𝐵 ⋅ 𝑐1
𝐶 + 𝑎2

𝐴 ⋅ 𝑏2
𝐵 ⋅ 𝑐2

𝐶

⩽ 1
3( 𝑎3

1
𝐴3 + 𝑏3

1
𝐵3 + 𝑐3

1
𝐶3 ) + 1

3( 𝑎3
2

𝐴3 + 𝑏3
2

𝐵3 + 𝑐3
2

𝐶3 )

= 1
3(𝑎3

1+𝑎3
2

𝐴3 + 𝑏3
1+𝑏3

2
𝐵3 + + 𝑐3

1+𝑐3
2

𝐶3 )

= 1

故

(𝑎1𝑏1𝑐1 + 𝑎2𝑏2𝑐2)3 ⩽ (𝑎3
1 + 𝑎3

2)(𝑏3
1 + 𝑏3

2)(𝑐3
1 + 𝑐3

2)

得证.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 6 分，累计 14 分
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20. ( 16 分) 公元 2222 年，有一种高危传染疾病在全球范围内蔓延，被感染者的潜伏期可以

长达 10 年，期间会有约 0.05% 的概率传染给他人，一旦发病三天内即死亡。某城市总人
口约 200 万人，专家分析其中约有 1000 名感染者，为了防止疾病继续扩散，疾病预防控
制中心现决定对全市人口进行血液检测以筛选出被感染者。由于检测试剂十分昂贵且数

量有限，需要将血样混合后一起检测以节约试剂。已知感染者的检测结果为阳性, 未被感

染者则为阴性. 阳性血样与阴性血样混合后的检测结果为阳性, 同为阴性或阳性的血样

混合后结果不发生改变.

(1) 若对全市人口进行平均分组，同一分组的血样将被混合到一起检测，若发现结果为

阳性，则再在该分组内逐个检测排查. 设每个组 𝑥 个人，那么最坏情况下，需要进行
约多少次检测可以找到所有的被感染者? 在当前方案下，若要使检测的次数尽可能

少，每个分组的最优人数是？

(2) 在 (1) 的检测方案中，对于检测结果为阳性的组采取逐一检测排查的方法并不是很

好，或可将这些组的血样再进行一次分组混合血样检测，然后再进行逐一排查。仍然

考虑最坏的情况，请问两次要如何分组，使检测总次数尽可能少？

(3) 在 (2) 的检测方案中，进行了两次分组混合血样检测。仍然考虑最坏情况，若再进行

若干次分组混合血样检测，是否会使检测次数更少？请给出最优的检测方案.

解法一

设需要进行 𝑦 次检测. 由每个组 𝑥 个人，则有 2000000
𝑥 个小组, 最坏情况是 1000 人被分

配到了不同的组.

𝑦 =
⎧{
⎨{⎩

2⋅106
𝑥 + 2 ⋅ 106, 𝑥 ⩾ 2000

2⋅106
𝑥 + 1000 ⋅ 𝑥, 𝑥 < 2000

(题目要求近似计算，可以不考虑整除，考虑整除不扣分)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 2 分，累计 2 分

分组数小于 1000 的情况比逐个检测还要多，可以不用考虑，

𝑦 = 2×106
𝑥 + 1000 ⋅ 𝑥 ⩾ 2

√
2 ⋅ 109.

当 𝑥 =
√

2 × 103 ≈ 45 人，检测次数最少.

(结果为 44-45 都给分)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 2 分，累计 4 分

(2) 设第二次分组每个组 𝑤 人.
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𝑦 = 2×106
𝑥 + 1000𝑥

𝑤 + 1000𝑤

⩾ 3 3√2 × 1012

当 2×106
𝑥 = 1000𝑥

𝑤 = 1000𝑤 时，即 𝑥 = 2000 2
3 ≈ 159,𝑤 = 2000 1

3 ≈ 13，检测次数最少.

所以第一次分组 159 人一组，第二次分组 13 人一组.

(也可以用两次基本不等式求得，允许 10% 的误差.)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 6 分，累计 10 分

(3) 若进行 𝑘 次分组，设第 𝑖 次分组时每组人数为 𝑥𝑖. 则总的检测次数为:

𝑦 = 2 × 106

𝑥1
+ 1000𝑥1

𝑥2
+ ⋯

+1000𝑥𝑘−1
𝑥𝑘

+ 1000𝑥𝑘

⩾ (𝑘 + 1) 𝑘+1√2 × 103𝑘+2

利用计算器可得，

1 次分组，𝑦 ⩾ 2
√

2 ⋅ 109 ≈ 8.94 × 104;

2 次分组，𝑦 ⩾ 3 3√2 ⋅ 1012 ≈ 3.78 × 104;

3 次分组，𝑦 ⩾ 4 4√2 ⋅ 1015 ≈ 2.68 × 104;

4 次分组，𝑦 ⩾ 5 5√2 ⋅ 1018 ≈ 2.29 × 104;

5 次分组，𝑦 ⩾ 6 6√2 ⋅ 1021 ≈ 2.13 × 104;

6 次分组，𝑦 ⩾ 7 7√2 ⋅ 1024 ≈ 2.073 × 104;

7 次分组，𝑦 ⩾ 8 8√2 ⋅ 1027 ≈ 2.068 × 104;

8 次分组，𝑦 ⩾ 9 9√2 ⋅ 1030 ≈ 2.094 × 104;

9 次分组，𝑦 ⩾ 10 10√2 ⋅ 1033 ≈ 2.138 × 104;

可见进行 7 次分组混合血样检测最优.

其中第 k 次分组时 (2000) 8−𝑘
8 人一组.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 6 分，累计 16 分
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21. ( 18 分) 已知函数 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2 − 1
2𝑥 + 𝑐（𝑎、𝑐 ∈ 𝑅），满足 𝑓(1) = 0，且 𝑓(𝑥) ⩾ 0 在 𝑥 ∈ 𝑅

时恒成立．

(1) 求 𝑎、𝑐 的值；

(2) 若 ℎ(𝑥) = 3
4𝑥2 − 𝑏𝑥 + 𝑏

2 − 1
4，解不等式 𝑓(𝑥) + ℎ(𝑥) < 0；

(3) 是否存在实数 𝑚，使函数 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑚𝑥 在区间 [𝑚, 𝑚 + 2] 上有最小值 −5？若
存在，请求出 𝑚 的值；若不存在，请说明理由．

解法一

由 𝑓(1) = 0，得 𝑎 + 𝑐 = 1
2 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 1 分，累计 1 分

因为 𝑓(𝑥) ⩾ 0 在 𝑥 ∈ 𝑅 时恒成立，所以 𝑎 > 0 且 �= 1
4 − 4𝑎𝑐 ⩽ 0，𝑎𝑐 ⩾ 1

16，

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 1 分，累计 2 分

即 𝑎 (1
2 − 𝑎) ⩾ 1

16，𝑎2 − 1
2𝑎 + 1

16 ⩽ 0，(𝑎 − 1
4)2 ⩽ 0，所以 𝑎 = 𝑐 = 1

4．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 2 分，累计 4 分

(2) 由（1）得 𝑓(𝑥) = 1
4𝑥2 − 1

2𝑥 + 1
4，由 𝑓(𝑥) + ℎ(𝑥) < 0，得 𝑥2 − (𝑏 + 1

2) 𝑥 + 𝑏
2 < 0，即

(𝑥 − 𝑏) (𝑥 − 1
2) < 0，

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 3 分，累计 7 分

所以，当 𝑏 < 1
2 时，原不等式解集为 (𝑏, 1

2)；当 𝑏 > 1
2 时，原不等式解集为 (1

2 , 𝑏)；当 𝑏 = 1
2

时，原不等式解集为空集．

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 3 分，累计 10 分

(3) 𝑔(𝑥) = 1
4𝑥2 − (1

2 + 𝑚) 𝑥 + 1
4，

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 1 分，累计 11 分

𝑔(𝑥) 的图像是开口向上的抛物线，对称轴为直线 𝑥 = 2𝑚 + 1．假设存在实数 𝑚，使函数
𝑔(𝑥) 在区间 [𝑚, 𝑚 + 2] 上有最小值 −5．À 当 2𝑚 + 1 < 𝑚，即 𝑚 < −1 时，函数 𝑔(𝑥)
在区间 [𝑚, 𝑚 + 2] 上是增函数，所以 𝑔(𝑚) = −5，即 1

4𝑚2 − (1
2 + 𝑚) 𝑚 + 1

4 = −5，解得
𝑚 = −3 或 𝑚 = 7

3，因为 𝑚 < −1，所以 𝑚 = −3；
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 2 分，累计 13 分

Á当 𝑚 ⩽ 2𝑚 + 1 ⩽ 𝑚 + 2，即 −1 ⩽ 𝑚 ⩽ 1 时，函数 𝑔(𝑥) 的最小值为 𝑔(2𝑚 + 1) = −5，
即 1

4(2𝑚 + 1)2 − (1
2 + 𝑚) (2𝑚 + 1) + 1

4 = −5，解得 𝑚 = −1
2 −

√
21
2 或 𝑚 = −1

2 +
√

21
2 ，均

舍去；

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 2 分，累计 15 分

Â当 2𝑚+1 > 𝑚+2，即𝑚 > 1时，𝑔(𝑥)在区间 [𝑚, 𝑚+2]上是减函数，所以 𝑔(𝑚+2) = −5，
即 1

4(𝑚 + 2)2 − (1
2 + 𝑚) (𝑚 + 2) + 1

4 = −5，解得 𝑚 = −1 − 2
√

2 或 𝑚 = −1 + 2
√

2，因
𝑚 > 1，所以 𝑚 = −1 + 2

√
2．
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 2 分，累计 17 分

综上，存在实数 𝑚，𝑚 = −3 或 𝑚 = −1 + 2
√

2 时，函数 𝑔(𝑥) 在区间 [𝑚, 𝑚 + 2] 上有最小
值 −5．
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .本步骤 1 分，累计 18 分
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